Der ,,empirische Wahrscheinlichkeitsbegriff“ — gut gemeint, aber auch

wirklich gut?
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Zusammenfassung: Dieser kurze Beitrag soll ein
Plddoyer dafiir sein, den Begriff ,, empirische Wahr-
scheinlichkeit” nicht zu verwenden, denn er ver-
wischt m. E. den grundlegenden Unterschied von
Wahrscheinlichkeiten und relativen Hdufigkeiten.

Es gibt verschiedene Wahrscheinlichkeitsbegriffe,
das ist allgemein bekannt und wohl nichts Neues.
Aber leider ist ihr Verstindnis (manchmal selbst bei
gleichem Begriff) nicht einheitlich, z. B. beim Be-
griff frequentistische Wahrscheinlichkeit.

Man kann bei der Unterteilung der verschiedenen
Wahrscheinlichkeitsbegriffe in den Vordergrund stel-
len, wie man Wahrscheinlichkeiten interpretieren
kann, sozusagen was sie bedeuten.

In diesem Sinn bedeutet frequentistische Wahrschein-
lichkeit, dass man damit Vorhersagen fiir relative
Haufigkeiten machen kann (auch ohne das zugehdri-
ge Zufallsexperiment durchzufiihren). Man hat einen
theoretischen Wert (P(A)), sozusagen ein ,,geistiges*
Modell, mit dem man Prognosen fiir die empirische
Welt machen kann (relative Haufigkeiten /4,(4)):

P(A) h,(A4). Das hat natiirlich nur dann
einen Sinn, wenn es sich um Ereignisse handelt, die
in Zusammenhang mit (beliebig wiederholbaren!)
Zufallsexperimenten stehen.

vorhersagen

In diesem Sinn wére der subjektivistische ein anderer
Wabhrscheinlichkeitsbegriff. Aber Laplace- und geo-
metrische Wahrscheinlichkeiten nicht (diese konnen
ja auch einerseits frequentistisch und andererseits
subjektivistisch interpretiert werden).

Eine andere Einteilung verschiedener Wahrschein-
lichkeitsbegriffe stellt nicht die verschiedenen In-
terpretationsmoglichkeiten in den Fokus, sondern:
Wie kann man zugehorige Werte erhalten? Diese
verschiedenen Versionen von Wahrscheinlichkeits-
begriffen sind in Schulbiichern und Lehrplidnen (zu-
mindest in Osterreich) verankert.

In diesem Sinn bedeutet frequentistische Wahr-
scheinlichkeit: Man kann solche (Ndherungs-) Werte
erhalten, indem man eine lange Versuchsserie durch-
fiihrt, und diese Zahl dann als Schitzwert nimmt:
hn (A) schitzen P(A)

So gesehen wire neben dem frequentistischen und
dem subjektivistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff

fiir groBe n

auch Wahrscheinlichkeit als relativer Anteil (Lapla-
ce-Wahrscheinlichkeit, geometrische Wahrschein-
lichkeit; eventuell sogar getrennt?) ein eigener Wahr-
scheinlichkeitsbegriff (d. h. eine Methode, wie man
auf solche Werte kommen, sie erhalten kann).

Dagegen ist auch nichts einzuwenden, denn fiir Ler-
nende stellt sich in erster Linie die Frage nach ,,wie
kann ich zugehorige Werte erhalten?. Die Frage
nach ,,wie kann ich Werte interpretieren?”, ist viel-
leicht bei der Erstbegegnung mit dem Wahrschein-
lichkeitsbegriff etwas weniger wichtig, unbehandelt
sollte sie im Schulunterricht aber auch nicht bleiben.

Es geht in dieser kurzen Note vor allem um Formu-
lierungen, die in diesem Zusammenhang (gut ge-
meint) manchmal gebraucht werden, und diese sind
problematisch, also im Klartext nicht mehr gut!

Unmittelbarer Anlass fiir diese Zeilen war ein Vor-
trag, in dem der Begriff empirische Wahrscheinlich-
keit als Alternative zu frequentistische Wahrschein-
lichkeit erwahnt wurde. Das war fiir mich aber ganz
neu, das hatte ich noch nie gehdrt bzw. gelesen. Sucht
man in Google den Begriff ,,empirische Wahrschein-
lichkeit* (mit den Anfithrungszeichen, so dass wirk-
lich diese beiden Worte als zusammengehoriger Be-
griff gesucht werden), dann erhédlt man immerhin ca.
43,900 Ergebnisse'. Wenn man es mit ,,empirischer
Wabhrscheinlichkeitsbegriff* versucht, erhdlt man nur
mehr 8 Treffer (beides 29. Mérz 2019). Einer dieser 8
Treffer fiihrt auf Tietze/Klika/Wolpers (Hrsg., 2002,
S. 109), sie beziehen sich auf Engel 1999 im Rah-
men einer Tabelle, in der ,,empirischer Wahrschein-
lichkeitsbegriff* vorkommt. Weder bei Tietze/Klika/
Wolpers 2002 noch bei Engel 1999 wird auf diesen
Begriff besonderer Wert gelegt’, er wird nur beildufig
erwéhnt, wie im oben erwéhnten Vortrag. Er kommt
aber in dlteren und in neueren Lehrbiichern teilweise
sogar als Kapiteliiberschrift vor (Schmetterer 1966,
S. 23 ff; Bortz/Lienert/Boehnke 2008, S. 3; Bortz/Li-
enert 2008, S. 5).

Ich halte diese Wortwahl (empirische Wahrschein-
lichkeit, empirischer  Wahrscheinlichkeitsbegriff)
jedoch fiir ungeeignet und wenig hilfreich, weil sie
genau den Unterschied verwischt, den ich oben ver-
sucht habe herauszustreichen (Wahrscheinlichkeiten
sind theoretische Werte bzw. Modellwerte, relative
Haufigkeiten sind empirische Werte). Und ich hal-
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te diesen Unterschied besonders im Lernprozess fiir
wichtig, denn man kann ja im Schulunterricht nicht
gut mit den Kolmogoroff-Axiomen® arbeiten, um for-
mal Wahrscheinlichkeiten zu definieren. Man kann
im Lernprozess — zur Etablierung geeigneter Grund-
vorstellungen — plakative Gegeniiberstellungen wie
,relative Haufigkeiten sind empirische Werte® und
,,Wahrscheinlichkeiten sind theoretische Werte, sie
haben Modellcharakter sinnvoll einsetzen, um den
Zusammenhang zwischen relativen Héufigkeiten
und Wahrscheinlichkeiten addquat zu beschreiben.
Es sollte im Unterricht gelingen, im Rahmen des fre-
quentistischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs Folgen-
des herauszuarbeiten (beide oben erwahnten Rich-
tungen: vorhersagen, schitzen; vgl. Borovenik 1992):

Wahrscheinlichkeiten sind Prognosen fiir zu er-
wartende relative Haufigkeiten bei wiederholten
Zufallsexperimenten.

Wahrscheinlichkeiten konnen durch relative Hiu-
figkeiten (groBes n) geschitzt werden.

Man kann im Schulunterricht meist gar nicht genau
definieren’, was Wahrscheinlichkeiten eigentlich
sind, trotzdem miussen es Lehrende schaffen, bei den
Lernenden zugehorige Grundvorstellungen zu eta-
blieren, was man sich unter Wahrscheinlichkeiten
vorstellen kann, was sie leisten, wie man sie erhalten
und wie man mit ihnen rechnen kann, ein bekanntlich
schwieriges Unterfangen.

Die eben formulierten zwei Richtungen des frequen-
tistischen Wahrscheinlichkeitsbegriffes sollten keine
Uberforderung fiir Lernende darstellen. Der Begriff
empirische Wahrscheinlichkeit soll wohl genau die
eine Richtung des frequentistischen Begriffes hervor-
heben (,,gut gemeint): Man kann Wahrscheinlich-
keitswerte auch aus der Empirie erhalten; man kann
aber erstens immer nur Schitzwerte erhalten, und
zweitens sollte man den so erhaltenen Wahrschein-
lichkeitsbegriff nicht mit dem Adjektiv empirisch be-
zeichnen, weil dann der Unterschied zu relativen Hau-
figkeiten zu sehr verwischt wird: Wie sollen dann die
Lernenden den Unterschied zwischen Wahrschein-
lichkeiten und relativen Haufigkeiten noch benennen?

Ein Analogon: Wenn man z. B. empirische Werte
benutzt, um eine Regressionsfunktion aufzustellen,
die ihrerseits natiirlich auch nur Modellcharakter hat,
wird man auch kaum sagen, dass die erhaltene Re-
gressionsfunktion rein empirischen Charakter hat.

Ein Blick in 0Osterreichische Dokumente fiir den
Schulunterricht ldsst bzw. lieB ein dhnliches Pro-
blem erkennen. Dort wurde zwar nicht der Begriff
empirische Wahrscheinlichkeit verwendet, aber die

StoBrichtung bzw. das zugrundeliegende Problem
war gleich: gut (vereinfachend!) gemeint, aber auch
wirklich gut? Ich wiirde sagen, nein!

So hieB es im oOsterreichischen Lehrplan fiir das
Gymnasium (Klasse 10, giiltig bis 2017) im Bereich
der Stochastik: ,,Kennen der Problematik des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs; Auffassen von Wahrschein-
lichkeiten als relative Anteile, als relative Haufigkei-
ten und als subjektives Vertrauen®.

Hier ist problematisch: ,,Wahrscheinlichkeiten als
relative Haufigkeiten. Das suggeriert doch irgend-
wie, dass Wahrscheinlichkeiten und relative Haufig-
keiten eigentlich dasselbe sind. Auch wenn man ah-
nen kann, wie das gemeint ist, da wird ein falsches
Bild vermittelt, und das wire leicht vermeidbar. Z. B.
durch eine Formulierung wie:

»Kennen des Zusammenhanges zwischen Wahr-
scheinlichkeiten und relativen Haufigkeiten®, oder
wenn es spezifischer sein soll, noch mit dem Zu-
satz: ,,Wahrscheinlichkeiten als Prognosen fiir re-
lative Héufigkeiten, und relative Héufigkeiten als
Schitzwerte fiir Wahrscheinlichkeiten®.

Im neuen (,,semestrierten; giiltig je nach Schulen
frithestens ab 2017/18) Lehrplan heif3t es dazu: ,,Me-
thoden zur Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten
kennen: Bestimmung eines relativen Anteils, Ermitt-
lung einer relativen Héufigkeit durch eine Versuchs-
serie, Angabe des subjektiven Vertrauens; wissen,
dass diese Methoden nur ndherungsweise bzw. unsi-
chere Ergebnisse liefern.

Hier ist also nicht mehr die Rede von ,,Wahrschein-
lichkeiten als relative Haufigkeiten*’. Aber deutlich
wichtiger scheint offenbar jene Richtung der frequen-
tistischen Sichtweise zu sein, dass man Wahrschein-
lichkeiten ndherungsweise durch lange Versuchsserien
erhalten kann. Die andere Richtung, dass Wahrschein-
lichkeiten Prognosewerte fiir relative Héufigkeiten bei
wiederholten Zufallsexperimenten sind (eine mogli-
che Interpretation), wird leider gar nicht erwéhnt.

Jene Richtung des frequentistischen Wahrschein-
lichkeitsbegriffes, fiir die offenbar auch der Begriff
empirische Wahrscheinlichkeit Verwendung findet,
wird manchmal auch als statistische Wahrscheinlich-
keit bezeichnet (Biichter/Henn 2007, S. 179). Das ist
schon weniger verwirrend, aber vielleicht braucht
man beim frequentistischen Wahrscheinlichkeitsbe-
griff gar keinen zweiten ,,Konkurrenznamen* zu nen-
nen, am besten versteht man darunter immer gleich
beide Richtungen:

hn (A ) schitzen P(A)

vorhersagen
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Und wenn man das erkldrungsbediirftige Fremdwort
frequentistisch vermeiden will, kann man sich dafiir
sicher was Geeignetes iiberlegen, aber im Wort em-
pirisch sehe ich da keine Losung, im Gegenteil, eher
eine Belastung fiir angemessene Vorstellungen.

In analoger Beziehung stehen auch noch andere Be-
griffspaare, auch hier kann man sagen, dass es sich
jeweils um einen empirischen und um einen theoreti-
schen Wert handelt:

schitzen

« Mittelwert x einer Datenliste =———— Er-

vorhersagen

wartungswert 1 der zugehorigen Verteilung

2

* (empirische) Varianz s° einer Datenliste

schitzen

Varianz 0° der zugehorigen Ver-

vorhersagen

teilung

Hier kommt noch das Problem mit dem Nenner n — 1
statt n bei s* dazu. Ein Spezifikum dieses Begriffspaa-
res ist: Fiir beide wird derselbe Name verwendet (Vari-
anz; anders als bei den anderen beiden Begriffspaaren
relative Haufigkeit — Wahrscheinlichkeit, Mittelwert —
Erwartungswert), aber immerhin verschiedene Buch-
staben (s°, 07), und bei der Varianz einer Datenliste
wird oft dazugesagt ,,empirisch®, also ,,empirische
Varianz (weil sie sich eben auf empirische Daten be-
zieht). Das soll aber nicht dazu dienen, den Begriff
empirische Wahrscheinlichkeit im obigen Sinn zu
rechtfertigen, denn das Pendant zur empirischen Va-
rianz (bei Nenner n) tibertragen auf den Wahrschein-
lichkeitsbegriff ware ja mit empirischer Wahrschein-
lichkeit begrifflich wirklich die relative Héufigkeit zu
meinen, und das kann ja wohl nicht sein.

In manchen der mit Google gefundenen Stellen zu
empirische Wahrscheinlichkeit (manchmal auch ex-
perimentelle Wahrscheinlichkeit), liest man dann
auch von theoretischen Wahrscheinlichkeiten (ge-
meint: mit Laplace-Annahmen — Symmetrie — be-
stimmt). Es ist klar, wie das gemeint ist (,,gut™ — als
Lernhilfe), aber ist es auch wirklich gut im Sinne ei-
ner tragfahigen Begriffsbildung? Was sollen Lernen-
de, die von diesen Begriffen gepragt wurden, antwor-
ten auf die Frage: Was ist der Unterschied zwischen
relativen Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten?

Eine deutlich weiter reichende Analyse auch noch
anderer Wahrscheinlichkeitsbegriffe findet sich in
Kriiger u. a. 2015, S. 233 ff. Die zugehorige Quint-
essenz: In der Schule soll ganz auf weitere Adjektive
bei ,,Wahrscheinlichkeit* verzichtet werden.

Anmerkungen

1 Auch diese hohe Zahl war ein Grund, diese kurze Note
zu verfassen. Es ist auch sehr erstaunlich, dass sich

diese Zahl innerhalb kurzer Zeit drastisch erhdhte: Im
Februar 2019, als ich zum ersten Mal mit Google nach
,empirische Wahrscheinlichkeit* suchte, waren es nur
ca. 4500 Treffer.

2 Ich weill durch personliche Email-Kommunikation,
dass sich auch J. Engel heutzutage von diesem Begriff
distanziert und ihn fiir unpassend halt.

3 Man kann und soll zwar im Schulunterricht durchaus
erarbeiten, dass mit Wahrscheinlichkeiten in einer ge-
wissen Weise ,,die (relative) Grofe von Teilmengen*
gemessen, d.h. der Frage nachgegangen wird: Wie
grof ist eine Teilmenge im Verhiltnis zu einer Ge-
samtmenge Q (,,MaBtheorie“). Da ist man ja schon
nahe bei Kolmogoroff, und die zugehorigen Axiome
wirken ja ,,natiirlich, weil relative Haufigkeiten die in
den Axiomen ausgedriickten Eigenschaften in natiirli-
cher Weise haben. Dass aber diese Sichtweise reicht,
um den Wahrscheinlichkeitsbegriff zu definieren, ist
den Lernenden natiirlich nicht klar, dafiir ist ihr Abs-
traktionsvermdgen i. A. nicht hinreichend ausgeprégt.

4  Bei anderen mathematischen Begriffen ist das meist
anders, sie werden i. A. im Schulunterricht definiert:
Rechteck, Bruchzahl, Polynomfunktion, Ableitung, etc.
Aber diese Begriffe werden nicht axiomatisch definiert.

5 Unklar bleibt, ob und warum sich der letzte Satz (,,un-
sichere Ergebnisse) auf alle drei genannten Metho-
den zur Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten bezieht.
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